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PROPRIETES GENERIQUES DE 
PROCESSUS CROISES 

PAR 

PIERRE LIARDET 

ABSTRACT 

Let S~ be the skew product transformation (x,g)~,(Sx, g~o(x)) defined on 
fl  x G, where ~ is a compact metric space, G a compact metric group with its 
Haar measure h. If S is a ~-continuous transformation where W is a Borel 
measure on fl, ergodic with respect to S, we study the set ~go of W-continuous 
applications ~0 :iq---* G such that ~ ( ~ h  is ergodic (with respect to $.). For 
example, ~g,, is residual in the group of/~-continuous applications from fl  to G 
with the uniform convergence topology. We also study the weakly mixing case. 
Some arithmetic applications are given. 

1. Introduction et notations 

L'objet  de cet article est l '6tude de l'ergodicit6 des processus crois6s d'un 

point de vue topologie g6n6rique, avec des applications 5 l'irr6gularit6 de 

r6partition des suites scion une mesure, principalement sur le tore. 

Soient I/  un espace m6trisable compact, /z une mesure de probabilit6 

bor61ienne sur fZ, G u n  groupe compact m6trisable de mesure de Haar 

normalis6e h. Etant donn6e une application S:I~--~fl ,  nous dirons avec H. 

Furstenberg [8] que le triplet (II, S,/z), simplement not6 S s'il n'y a pas 

d'ambigu~t6, est un processus si l'application S est tx-mesurable et ~t invariante 

par S. Rappelons qu'un tel processus est dit ergodique si/x est ergodique selon 

S, i.e., si les seules applications num6riques sur f l , /x-mesurables  et invariantes 

par S, sont les applications constantes (au sens V.-presque partout). Lorsque ~0 

est une application mesurable de f~ dans G, au sens des mesures ~ et h, la 

transformation S~ d6finie sur ~ x G par 

(,o, g)  = (so,, g.  
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la loi sur G &ant notEe multiplicativement, determine un processus croisE 

(O x G, S,,/z @ h), o/l /z @ h dEsigne la mesure produit de /x par h. 

Les processus croisEs ont fait l'objet de nombreuses investigations. Cette 

notion a EtE introduite par H. Anzai [3]. De manibre gEnErale, S 6tant 

ergodique, le probl~me est de determiner des conditions sur ~p qui assurent 

l'ergodicitE de S,. Dans la suite, l'ensemble des q~ : O---~ G, mesurables, sera note 

~3(1), G) (ou simplement ~ lorsque le contexte ne prEtera pas ~ confusion). ~ est 

un groupe pour la loi ponctuelle induite par celle de G. L'ensemble des q~ telles 

que les processus croisEs correspondants S, sont ergodiques sera not6 ~(S, G). 

Lorsque S reprEsente une rotation irrationnelle sur le tore R/Z et G le s-tore 

Rs/Z s, H. Furstenberg [7] a 6tudiE l'unique ergodicitE de S. pour une famille de 

fonctions lipschitziennes, ramenant le probl~me ~ i'Etude des solutions 

d'6quations fonctionnelles. Cette demarche dEjh prEsente chez Anzai a permis 

de pr6ciser, entre autre, l'irrEgularitE de distribution des suites n ~ nO mod 1, 0 

r6el irrationnel (J. P. Conze [4], J. P. Conze et M. Keane [5], G. Rauzy [16], M. 

Stewart [17], W. A. Veech [18, 19]). 

Lorsque S est le shift bilateral sur 11 = {0, 1} z, /z la mesure produit infinie 

associEe ~ l'Equiprobabilit6 sur {0, 1}, et G = R/Z ,  R. L. Adler et P. C. Shields [1] 

ont prEcisE la structure de S. lorsque ~0 vaut a~ sur le cylindre {(to,),~o; too = i}, 

montrant que S~ est isomorphe ~t S si a , -  ao est irrationnel. Dans [2] ils 

envisagent le cas off, sous certaines conditions de mesurabilitE et de continuitE 

de type H61der, S, est de Bernoulli lorsqu'il est faiblement m61angeant. Par 

ailleurs, si S est le shift sur 1~= = 1~ N, muni de la mesure produit/Z= induite par/z, 

nous avons donn6 [14] une condition n6cessaire et suffisante pour que S, soit 

faiblement m61angeante dans le cas off ~o ne d6pend que de la premiere 

composante et d'image au plus dEnombrable dans G. 

Le but de cet article est d'opposer aux types de r6sultats que nous venons 

d'6voquer, un point de vue gEnErique, rejoignant en cela celui de M. Keane et G. 

Rauzy [12]. 

Le processus (1"1, S,/Z) sera dit r~gulier si S est /z-continue, c'est-h-dire 

continue/z-presque partout. Nous d6signerons par ~3o(1~, G) le sous-groupe de 

~(fl, G) form6 des applications ~p/z-continues. S~ est rEgulier si S est r6gulier et 

~0/z-continue. Nous nous proposons d'6tudier ~g(S, G ) A  F, d'un point de vue 

topologique, pour des sous-groupes F de c~o munis de topologies convenables. 

Nous dirons qu'une partie A d'une espace topologique X est rgsiduel s'il est 

dense dans X et intersection d6nombrable d'ouverts. Lorsque X est m6trisable 

complet, d'apr~s le th6or6me de categoric de Baire, A est r6siduel s'il est 

intersection d6nombrable d'ouverts denses dans X. Une partie de X est dite F,. 
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si elle est union d6nombrable de ferm6s. Ainsi, pour que A soft r6siduel dans X, 

il faut et il suttit que son compI6mentaire dans X, not6 A \X, soft un ensemble Fo 

d'int6rieur vide. 

Munissons (~0 de la topologie de la convergence uniforme; on obtient ainsi un 

groupe topologique complet, not6 (~. Choisissons S r6gulier et G ab61ien 

connexe, nous montrons en particulier (paragraphe 3): 

~f n ~ est r~siduel. 

Nous introduirons 6galement sur ~3o une autre topologie de groupe, moins fine 

que celle de la convergence uniforme et d6finissant un groupe topologique q3~ 

pour lequel on a aussi 

n ~ est r~siduel. 

Ainsi, le caract~re r6siduel de ~f n ~3o est stable pour toute topologie 

interm6diaire entre celle de ~3o et celle de ~3~. 

Au paragraphe 2 nous d6montrons la densit6 de ~f n F dans certains sous- 

groups F, lorsque G est ab61ien; elle r6sulte de r6tude des 6quations fonction- 

nelles 6voqu6es plus haut. Le caract~re r6siduel est alors une cons6quence du 

paragraphe 3 off l'on montre, en toute g6n6ralit6 sur G, que 

~o\ ~ est un ensemble F~ dans ~ ,  

S 6tant r6gulier. Lorsque G est ab61ien, on obtient un principe de "tout ou 

rien": 

Pour tout K sous-groupe topologique compact connexe de ~'o, 

l' ensemble ~g n K est soft vide, 

soft r~siduel de mesure de Haar (dans K)  dgale ~ 1. 

Nous terminons ce paragraphe en montrant que le cas or3 S est "uniquement 

ergodique" n'est pas diff6rent du cas ergodique. 

Le paragraphe 4 est consacr6 aux processus faiblement m61angeants i.e. tels 

que le processus produit (~  x N, S x S,/~ ~ / ~ )  soft ergodique, avec une atten- 

tion particuli~re aux shifts. Ainsi lorsque S est la multiplication par r (entier 

_-> 2) modulo 1 et/~ la mesure de Haar sur le tore, on montre en suivant une id6e 

de W. Veech [20] que l'ensemble des tO : R/Z--* IUZ relies que S~ soft faiblement 

m61angeant est r6siduel dans (~ comme dans (0F. 

Nous terminons au paragraphe 5 par r6tude, pour les suites n H, to, 

g6n6ratdces avec (l), S,/~) r6gulier, de rensemble des tO :I~--,R telles que la 

suite 
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n - I  

( , )  n 7. r 
k = 0  

soit e.r. mod 1. Par exemple, cet ensemble contient un sous-ensemble r6siduel 

dans qg~(l~). Lorsque (oJ,), est compl6tement &luir6partie, on obtient des 

r6sultats plus pr6cis: la suite (*) est &luir6partie modulo 1 pour ,p continue non 

6gale g une constante rationnelle. 

Je remercie le Professeur G. Rauzy de l'int6r6t qu'il a port6/l ce travail et de 

ses remarques riches d'enseignement. 

2. Equations tonctionnelles et densit6 de 

D6signons par A(G) un syst~me complet de repr6sentations unitaires non 

triviales irr6ductibles et non 6quivalentes entre elles de G, H,, i'espace de 

Hilbert de la repr6sentation r clans A, et U~, le groupe des endomorphismes 

unitaires sur H,,. 
H,, est de dimension finie sur C, de norme not6e H , -  Nous utiliserons le 

crit~re d'ergodicit6 suivant: 

THI~ORI~ME A. Soit (fL S, Iz ) un processus ergodique, q~ :1~--* G Ix-mesurable ; 
pour que le processus (1"~ x G, S~, lz ~ h) soit ergodique, il faut et il suffit que pour 
toute r clans A(G) l'6quation 

(1) F(co) = r F(S~o) (tz-presque partout), 

n " ait pas de solution tz-mesurable F: 1"1--* H,  autre que la solution nuUe (lz-p.p.). 

Ce th6or6me est d6montr6 darts [4, 21] pour des transformations particuli~res. 

La d6monstration dans le cas g6n6ral est analogue, donnons-la bri~vement. Si S, 

est ergodique et F une solution mesurable de (1) alors l'application 

(to, g ) ~  or(g). F(o,) de fl x G dans H~ est invariante par S~ doric constante 

presque partout. Mais r 6tant irr6ductible non triviale, l'int6grale vectorielle 

f~ r est nulle et la constante aussi. R6ciproquement, soit F : I I  x 

G--* C int6grable et invariante par S,; envisageons F,, :11--* End(H,~) l'applica- 

tion mesurable d6finie par 

F~(oJ) = fc  F(~o, g)w(g)h(dg). 

Alors F,, est solution de (1). Si les seules solutions mesurables de (1) & valeurs 
dans H,, sont nulles, alors F,,(~o) est rendomorphisme nul pour presque tout to. 

D'apr6s le th6or~me de Peter-Weyl, A 6tant d6nombrable, g ~, F(oo, g) est 

constante pour presque tout ~o; rergodicit6 de S assure F constante. 
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D~signons par S l'isom6trie f--~ f o S induite par le processus S sur l'espace de 
2f~ Hilbert Lc(  ,/x). L'espace fi 6tant m6trisable compact, L 2 est s6parable; en 

particulier, l'ensemble V(S) des valeurs propres de S forme un sous-groupe au 

plus d6nombrable du groupe U des nombres complexes de module 6gale h 1. 

Supposons G ab61ien, A(G) est alors le groupe des caract~res G moins le 

caract~re trivial. Il r6sulte du th6or~me A que pour ~o constante ~gale h a, 

lorsque S est ergodique, le processus correspondant So est ergodique si et 

seulement si a n'appartient pas h l'ensemble 

G(S) = (J ~r-'(V(S)). 
~ r E A  

Supposons G connexe, alors Ker(~r) est de h-mesure nulle pour toute ,r dans 

A(G) et par suite G(S) est de h-mesure nulle car union d~nombrable d'ensem- 

bles de mesures nulles. D'autre part Ker(~r) est ferm~ d'int~rieur vide, donc du 

point de vue topologique G(S) est un ensemble maigre. 

R~sumons: 

THI~ORI~ME B. Soit (fi, S, I.O ergodique et G u n  groupe ab~lian m~trisable 
compact et connexe ; alors l' ensemble des applications constantes q~ : fi--* G telles 

que le processus croisd S, soit ergodique, identifid dans G, est un ensemble rdsiduel 

de mesure de Haar 1. 

REMAROUE 1. Supposons S faiblement m61angeante et notons Go le sous- 

groupe ferm6 engendr6 par a, ha sa mesure de Haar. Alors pour q~ : f i -*  G, 

constante 6gale h a, le processus ( f ix  G,, So,/z (~ho) est ergodique. En par- 

ticulier So est ergodique sur G pour tout a g6n6rateur de G e t  le th6or~me B 

redonne un r6sultat classique [9] sur l'ensemble des g6n6rateurs de G. 

REMARQUE 2. Sans supposer G ab61ien, s'il existe a dans G tel que So soit 

ergodique, alors la suite n ~ a" est 6quir6partie dans G selon h. En particulier, 

a engendre un sous-groupe dense dans G. Ainsi G est un groupe monoth6tique 

et donc abelien. 

Un sous-groupe F de ~(fi,  G) muni d'une topologie de groupe sera dit groupe 

G-compatible s'il contient les constantes et si l'injection canonique G ~ F qui 

identifie G avec le sous-groupe des constantes est continue. Lorsque G est 

ab61ien, sa loi de groupe et celle de ~d(fL G) seront not6es additivement, saul 

pour G = U. 

PROPOSmON 1. Sous les hypotheses du thdor~me B, pour tout F groupe 

G-compatible, l' ensemble ~g ( S, G) n F est dense clans F. 
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DflMONSTRATION. Soit ~o dans F et a dans G n'appartenant pas ?, G(S~). Pour 

toute ~r dans A(G) et F : I I - * H ,  mesurable telle que F=w(a+~o).FoS,  
l'application (oJ, g) ,-, w(g).  F0o)  est solution de el, = 7r(a). ~o  S~,; par le choix 

de a, elle est essentiellement nulle, doric F aussi. Par hypoth~se sur F et la 

compacit6 de G, le sous-groupe darts F des constantes est isomorphe a G; 

notons-le encore G. D'apr~s le th~r~me B, ~o +(G\G(S,)) est r6siduel dans 

~o + G, donc dense et la conclusion r6sulte alors du th6or~me A. [] 

Soit r dans A(G). Pour toute g dans A(U,~), la repr6sentation X o w n'est en 

g6n6ral pas irr6ducible mais il existe w, . . . . .  r dans A(G) telles que X or soit 

6quivalente h la repr6sentation somme directe ~'1 ~ ) . . .  ~)w, dont respace de 

Hilbert associ6 est la somme directe H,', ~ ) . . .  (~H,,, isom6trique h H~. Le 

th6or/~me A et ce qui pr6c~de m~ne alors/l la 

PROPOSITION 2. Soit ~o dam @(~,O). Les propositions suivantes sont 
dquivalentes : 

(i) ~ ~ g(S, O), 
(ii) V~-EA(G),  ~-o~, E g(S,U,,). 

Notons encore [[ II," la norme usuelle sur ranneau des endomorphismes 

End(H,.). Choisissons une famille (a,,),,~^(a) de nombres r6els a," > 0, telle que 

a,, = 1 .  
, ' E A  

Pour toutes ~, ~ dans ~J(fl, G), posons 

Nous d6finissons ainsi sur ~ une pseudo-distance invadante par les translations 

de ~J. Si X d6signe le sous-groupe des ~ constantes/z-p.p. 6gales a lo (616ment 

neutre de G), alors 

X = {~, E q3; d ( , ,  1,) = 0}. 

d d6finit strr q3 une structure uniforme (en g6n6ral non s6par6e) qui ne d6pend 

pas du choix de la famille (a.),'~^ et far  de q3 un groupe topologique que l'on 

notera qdt(l~, G). Ce groupe est G-compatible et en faR, pour tous x, y 616ments 

de G, regard6s comme applications constantes, on a: 

a(x,  y)  = a .  II 
, ' E A  
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et d peut servir de distance invariante par les translations sur le groupe (5. 

Notons que la topologie de q3 test moins fine que la topoiogie de la convergence 

uniforme de q3 | et 

d(~p, ~b)_-< Sup d (~p (~o), ~b(~o)). 
~oE[l 

REMAROUE 3. L'homomorphisme de groupe ~0 ~ Zro~O de c~'(fl, G) dans 

qd'(f/, U,,), d6fini pour lr dans A(G), est continu. Supposons alors G ab61ien 

connexe et soit F u n  sous-groupe de ~'(f~, G) contenant les constantes. Alors 

F N fg(S, G) est r6siduel dans F si pour toute ~r dans A(G), rensemble 

"~(F) n fg(S, U,)  est r6siduel dans 6-(F). 

3. Flot associ~ ~ un processus r~gulier 

Soit (1~, S, # )  un processus r6gulier, qg = cs x G) I'espace de Banach des 

fonctions num6riques continues sur ~ x (3, pour la norme uniforme, et soit qg* le 

dual faible de ~. L'ensemble �9 = ~( l~x  G) des mesures bor61iennes de 

probabilit6 est une partie m6trisable compacte de ~*. D6signons par M le 

sous-espace de ~ des mesures dont la projection sur le premier facteur est •. M 

est faiblement ferm6; c'est donc une partie faiblement compacte de ~. Soit ~0 

dans ~do(l~, G), la transformation S~ est v-continue pour t o u t e v  de M et la 

mesure ;~v d6finie par S~v(/)=fn• est dans M. 

PROPOSITION 3. La trans[ormation S, : M ~ M est continue. 

D~aONgraATION. Introduisons l'espace ~ des applications f :  1~ x G --* R 
pour chacune desquelles existe un ensemble/z-n6gligeable AI tel que l'ensemble 

des points de discontinuit6 de f soit contenu dans Ar x (5. Muni de la norme de 
la convergence uniforme, 9~ est un espace de Banach stable pour l'op6ration 
(/, g) ~ sup(/, g); de plus g,, est stable sur 9L Soit L une forme lin6aire positive 

sur ~,  elle est continue et sa restriction h cr d6finit une mesure bor61ienne/'. 
Supposons/' dans M, alors tou te f  dans ~ est/ '-Riemann int6grable. Pour tout 

e > 0, il existe u et v dans cr telles que 

u<[<-_v et l ( v - u ) < e .  

Mais L(u) = r et L(o) = r et L positive d'ofJ 

t e q ) - L ( / ) I  e, 

et par suite ~a coincide avec L sur ~,  Soit ~t* le dual faible de ~,  M' le 
sous-ensemble des L dans ~ *  dont la restriction ~e ~ c~ est dans M. Notons 
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p : M ~ M' l'application qui a tout C dans M associe la forme lin6aire positive 

L = p(F) de M' d6finie sur ~ par: 

L([) = ~,• .f(x )e(dx ). 

Ce qui precede montre que p e s t  bijective. Montrons que p est un 

hom6omorphisme. On voit facilement que M'  est ferm6 dans la boule unit6 de 

* qui est taiblement compacte (th6or~me d'Alaoglu), M'  est doric compact et il 

suffit de montrer que p-~ est continue, ce qui est imm6diat puisque p-~ consiste 

identifier les 616ments de M' avec les mesures correspondantes obtenues par 

restriction sur ~. Soit (v.). une suite dans M convergeant vers v, alors pour 

toute f dans 

D 

REMARQUE 4. La/z-continuit6 de S e t  de ~0 sont essentielles pour obtenir la 

continuit6 de S d6finissant ainsi un riot (S,., M). 
Dans la suite, nous noterons Z~ l'ensemble des points fixes du riot (S~, M), il 

contient toujours /z @ h. 

TFII~ORI~ME 1. Soit (1), S, ~t ) un processus ergodique rdgulier. Pour route tp dans 

~o(ft, G )  le processus ( f i x  G, S,,,i.~ ~ h  ) est ergodique si et seulement si le [lot 

(S~, M )  n 'a qu 'un point fixe. 

Dt~MONSTRA'nON. D'apr~s la proposition 2, Z~ est compact dans M; de plus, 

il est convexe. D'apr~s le th6or~me de Krein-Mii'man, Z ,  est enveloppe 

convexe de ses points extr6maux. Soit v van tel point et A l'ensemble des A darts 

~ ( f l  x G) invariantes par S~. Notons a ~ )hi la projection sur le premier facteur 

d6finit sur ~. Si u ~ A, ul, est invariante par S. Supposons avoir 

v = au  + (1 - a)v ,  

avec a E [0,1], u E A e t  v E A. Alors, 

tz = af~ = auvl + (1 - a )vl~ . 

Le processus S 6tant ergodique, tt est un point extr6mal dans A~, done a = 0 ou 

a = 1 et par suite pes t  un point extr6mal dans A, ce qui assure l'ergodieit6 de 

(l~x G, S., v). 
Si ie riot (S,, M)  n'a qu'un point fixe, c'est # ~ h qui est done extr~mal dans 

A et le processus erois6 S, est ergodique. 
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Supposons le processus (f~ x G, S~,/~ @ h) ergodique et v dans Z~. Pour toute 

[ dans cO(f/) et zr dans A(G) notons f@~" rapplication vectorielle 

(~o, g) - / ( o J ) ~ ( g )  de [l x G dans End(H,,). Pour 6tablir v = tx @h,  sachant que 

vl. =/z, il suflit d'apr~s le th6or6me de Peter-Weyl de montrer que 

rappelons que l'int6grale vectorielle fG~r(g)h(dg) est nulle. Le th6or~me 
ergodique individuel de Birkhoff [10] montre que pour v-presque tout (to, g), 

o n  a 

(3) 
1 N-I 

lim--~,~: r~ g=0 ~ [(S%o)Tr(ggok(~o)) : fn• I @ ~'(x)~(dx), 

o6 ron  a pos6 ~OE(~O)=(~O~O)(~O o&O)...(~O o Sk-'~O). En particulier, pour /~- 

presque tout m, il existe g dans G tel que ron  ait (3). Par aiUeurs, pour la mesure 
produit ~ ~) h on a une information plus pr6cise,/~ savoir, pour/z-presque tout 

~o dans f~, on a: 

(4) 

il en rasulte (2). 

V g E G ,  
1 N-I 

liNmN ~o [(SEco)cr(g~PE(O~))=O; 

[] 

Choisissons une distance O sur M d6finissant la topologie faible. Pour toute 

partie A de M notons O(A) le diam~tre de A e t  a(v, A)  la distance de v (dans 

M)~A. 

PROPOSITION 4. Soit (1"1, S, Iz) rdgulier et ~p dam ~o(11, G). Pour tout e > 0  il 
existe un entier N(e ) tel que l'on air: 

(Vv ~ M, VN ~ N*)(N >-_ N(e)  ~ a(vN, Z,)  <- e) 

avec 

; N . . ~  s .  (,,). 

D~MONSTRATION. Remarquons que v,~ est 616merit de M pour tout entier 
N = 1. Supposons la proposition fausse; il existe eo > 0, une suite (VC~))k dans M 

et une suite strictement croissante d'entiers (N~)E tels que 

(s) z . )  >-_ 

Par compaeit6 de M, quitte & prendre une suite extraite convenable, on peut 
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supposer que la suite (v~))k converge faiblement vers une mesure A dans M. Par 

continuit6 de S,, la suite (~(~'))~ converge faiblement vers S~ et la relation 

dans cg, 

1 . ( k ) ~  1 ~N~,I.  (k)~ 
S~tv~:)= ~ ' ~ i - ~  ~ ~ ~ ~v J, 

montre, par passage ~ la limite faible, que S.A = A. Ainsi A E Z.,  relation en 

contradiction avec (5). [] 

Pour la suite, il sera utile de choisir plus explicitement 0. Soit 0r,~ ; m E N*} une 

famille de fonctions complexes continues sur 1) engendrant un sous-espace 

vectoriel dense dans c~(fl). Nous supposerons les normes sup, IIf,~ I1~, 6gales/l 1. 

Soit (a,,),,~At~) la famille de n o m b r e s >  0 envisag~e au paragraphe 2. On d6finira 

0 par 

m E N "  

Remarquons que (6) a bien un sens et que l'on n'a pas fait intervenir la 

repr6sentation triviale dans le sommation puisque les termes correspondants 

seraient nuls. 

PROPOSITION 5. 

entier k >- 1, on a: 
Soit (1"1, S, ~t ) rdgulier. Pour routes ~o, ~ dans qdo(l), G) et tout 

Sup 0(S~(v), S~(v))_-< kd(~, ~). 
u E M  

Dt~MONSTgATION. Par d6finition, on a 

fo~o ~,(x)(~(~,)-  ~0, ) ) ( , tx)  | 

Jaxo [~ ( S % )( r ) - r162 ))v( dtodg ), 

et par convexit6, la norme (dans End(H,)) de cette int6grale vectorielle est au 

plus, compte tenu de U-I1~ = 1 et II~(g)ll= = 1: 

f,[l~(~oko~) w(C,ka,)][,,~(d~,); 

d'autre part: 

I1,~(r ,,(~,o)l[. + . . .  + II ~rtes ~-''o)- '~(#'s k-"~ 
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d'ofa finalement: 

k ~ k < "'a. ( 0(sr so0,))= k ~ 2 / 
m.r t  J l !  

<-_ kd(~,  4,). 

II ~o 9(,o) - ~o 4'(,o)11,,# (d,,,,) 

[] 

REMAROUE 5. Regardons ~d.(~, G) comme sous-groupe ~d~. de ~d'(~, S) et 

soit p la distance d6finie sur l'ensemble ~:(M) des flot sur M par 

p(T, T') = Sup  O(Tv, T'v). 
P E I ~  

La proposition 5 exprime en particulier que l'application q~ ~ (So, M) de ~d,', dans 

(5~(M),p) est continue. 

THI~OR~ME 2. Pour tout processus rdgulier ergodique (II, S, # ) I' ensemble 
~g( S, G) Iq g~ est intersection ddnombrable d' ouverts de q2,',(l~, G ). 

DI~MONSTRATION. Soil a > 0 et 

w. ={,0 e ~,,: o(z,~)<,~}.  

Montrons que W. est ouvert dans qd~,. Soit ~0 • Wo, e > 0  et N rentier N(e/4) 
de la proposition 4. Soit 0 dans qd,,, alors pour tout v de Z, ,  avec les notations de 

ia proposition 4, on a 

D'autre part 

O(v, Z,~) <-_ O(v, vN) + e/4. 

1 N-I 

et d'apr~s la proposition 5 

a(v, v,~)_-< ~ d(4', 9). 

Choisissons ~ telle que d(~, 9)  < e/2N, il vient 

a(v, z,,) < e l l  

d'ofi classiquemenl, 

a(z , )<  a(z, )+ e. 
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Ainsi, pour e = a - c~(Z~) on a ~b C Wo et par suite W~ est ouvert. Enfin le 

th6or~me 1 assure: 

G) n (go = f:l W,,.. [] 
n = l  

PROPOSITION 6. Pour tout processus Mgulier ergodique (fl, S, tz ) et G ab~lien 

mEtrisable compact, l'ensemble (go\~(S, G) est une reunion d~nombrable de 
sous-groupes E, de ~j(D, G); lorsque G = U, cette reunion est un sous-groupe. 

Dt~MONSTRATION. Etudions tout d'abord le cas ofl G = U  (groupe des 

hombres complexes de module 1). Soit X E A(U) et Lx l'ensemble des ~0 dans (go 

telles que l'6quation 

F = X o ~o. F o S (/.t-p.p.) 

ait une solution mesurable non nulle F:l)---> C. L~ forme un sous-groupe de (go, 

de plus Lx C L,, pour tout entier k #  0, or X est lui-m6me de la forme X7 avec m 

entier non nul et X, le caract6re identit6. I Ien  r6sulte que l'ensemble 

L=UL~ 
x~A(U) 

forme un sous-groupe de (go. D'apr~s le th~.or~me A, L = (go\~(S, U) et d'apr~s 

ie th6or~me 2, L e s t  un ensemble F~. 

Voyons le cas g6n6ral. Soit lr E A(G) et 

C. = e - ' ( L )  n (go' (fl, G). 

D'apr~s la remarque 3, C. est alors un sous-groupe F~ de (g~(l-l, G) et la 

proposition 2 montre que 

G) = U C ,  
~rEA(G) 

l'union ~tant d6nombrable. 

THI~OR~ME 3. Soit (~, S, t~) rEgulier ergodique et G ab~lien mEMsable com- 

pact et convexe. Pour tout groupe G-compa6ble I" tel que F C (go et l'in]ection 
canonulue F-* (g'o continue, l'ensemble ~(S, G) n F est Msiduel darts F. 

En effet, d'apr~s ce qui precede ~(S, G ) N  F est intersection d6nombrable 

d'ouverts de F qui sont denses par la proposition 1. [-1 

Les groupes (g~ (fl, G) et rg| (fl, G) (groupe des applications continues sur fl  

valeurs dans G) munis de la topologie de la convergence uniforme, sont des 
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exemples de groupes F satisfaisant aux conditions du th6or~me 3. Lorsque F est 

compact, on a un r6sultat m6trique: 

THEOaEME 4. Sous les hypotheses du th3orP.me 3, si F est compact, alors 

~(S, G) tq F est un ensemble r3siduel de mesure de Haar 3gale ~ 1. 

D~MONSTRAT1ON. D'apr6s la proposition 6 l'ensemble F\~g(S, G) est r6union 

d6nombrable de sous-groupes F,, = C,, fq F, parties F~ de F pour la topologie 

induite par q3~. D'apr6s le th6or~me 3, les F,, sont des sous-ensembles Fo 

d'int&ieurs vides dans F. Supposons l'un des F~ de mesure de Haar non nulle, 

alors le groupe quotient F/F~ est fini, ce qui permet d'6crire F comme une 

r6union finie d'ensemble E, d'int6rieurs vides, ainsi F est un ensemble de 

premiere cat6gorie de Baire, ce qui est en contraction avec la compactit6 de F. 

A(G) 6tant d6nombrable, il en r6sulte aussit6't que ~g(S, G)fq F e.st de mesure 

pleine. [] 

EXEMPLE 1. Soit O une partition de f~ en un nombre fini Q, . . . . .  O, de 

parties non /x-n6gligeables de 1"~, d'int6rieurs non vides, de fronti~res # -  

n~gligeables. Associons h O I'application O* : G" --~ ~do' d6finie par 

Q*(Y, . . . . .  T~)(to) = T~ si to E Q~. L'application Q* est un monomorphisme du 

groupe topologique G" dans ~3A r6alisant en fait un isomorphisme (topologique) 

entre G ~ et Q*(G') .  Let th6or~mes 3 et 4 donnent alors 

COROLLAIRE. L'ensemble des 3' clans G s tels que ( f ix  (3, So.t~,l~ @ h )  est 

ergodique, [orme un ensemble rdsiduel de mesure de Haar 1. 

Plus g6n6ralement, on peut 6noncer un principe de "tout ou rien": 

TH~OR~ME 5. Soit (1"1, S,/~) r~gulier, ergodique et G ab~lien m~trisable com- 

pact. Soit K un sous-groupe compact connexe de ~31,(~, G). Alors l'ensemble 

(S, G) fl K est soit vide, soit rEsiduel de mesure de Haar ( dans K)  ~gale ~ 1. 

DI~MONSTRATION. D'apr6s la proposition 6, K \ ~ ( S , G )  est form6 d'une 

r6union de sous-groupes K~ qui sont des ensembles F,, dans K. Retenons 

seulement que K, est une partie mesurable de K; si eUe est distincte de K et de 

mesure non nulle, alors le groupe quotient K/K~ est fini, d'ordre m. En 

particulier m K  C K,,, mais K est divisible [11], d'ofi K = K,~. Le groupe K~ est 

donc de mesure nulle ou est 6gal ~ K, ce qui d6montre le th6or~me. [] 

Une transformation bor61ienne S sur fl est dite uniquement ergodique s'il 

existe une unique mesure de probabilit6 bor61ienne ~ invariante par S. Le 

processus (~, ~;,/z) est alors dit uniquement ergodique. 
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THflOREME 6. Soit (l~, S, tz ) r6gulier uniquement ergodique. Pour que le pro- 
cessus croisde (II x G, S,,, Ix @ h ), avec q, E ~o(fl, G), soit uniquement ergodique, 
il faut et il suffit qu'il soit ergodique. 

En etiet, la condition est 6videmment n6cessaire. R6eiproquement, supposons 
S~ ergodique et montrons qu'il est uniquement ergodique. Soit v dans 
~ ( f l  x G) invariante par S,, alors la premi&e projection ~'l~ est invariante par S 

donc 6gale h #. Ainsi ve s t  point fixe du riot (S,, M) et d'apr~s le th6or~me 1, 
v=~| [] 

4. Processus taiblement n~langeants 

Supposons (l~,S,p) faiblement m61angeant et soit i :c~(fL G ) - - - ~ ( ~ x f ~ ,  

G x G) l'application d6finie par 

i(~)(~o, to') = (r ~p(to')). 

i est un homomorphisme de groupe. Notons J,/(S, G) l'ensemble des q~ dans 
~3(fI, S) telles que le processus crois6 S~ soit faiblement m61angeant. Par 
d6finition S~ x S~ est ergodique. I1 nous est loisible d'identifier ee processus 
produit au processus 

de sorte que 

(7) 

LEMME. 

G x G ) .  

(1"12 x G 2, S ,~ , (~  @Iz)@(h @h )) 

q~ EM(S,  G) r162 i(q,) E ~g(S x S, O x G). 

L'homomorphisme i est continue de ~gz(tl, G) dans ~31(IlXl), 

DI~MONSTRATION. Soit e > 0, il existe WI, . . . ,  ~'l'n dans A(G x G) tels que les 
relations 

(8) f,~• [[Trk(i(,p )x ) -  ~r~ (i( ~ )x )ll~ktt(dx ) <= e 

satisfaites pour tous k = 1 . . . . .  n, entrainent d(i(~o),i(~b))<=2e. Pour r = 1,2, 
notons ~r~r, la repr6sentation de G dans U~k d6finie par 

rrk(1, g) si e = l ,  

or~,(g)= r 1) si e = 2 .  

Pour r6aliser (8), il suttit d'avoir 
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t" 
(9) j,, )ix(d,o)-< 

Chaque ,r~, est 6quivalente ~ une somme directe de repr6sentations 

irr6ductibles dans A(G),  o~ ,r ~" dont respace de Hilbert associ6 est la 

somme directe H,,,.,,(~)... @ H,,~I isom6trique ~ H,~, de sorte que l'on met en 

6vidence des repr6sentations Xt,---,X~ dans A(G),  non n&essairement dis- 

tinctes, telles que pour r6aliser (9) il suttit d'avoir 

(lo) E 
i = 1  ]~ 

et par d6finition de d sur ~d~(it, G), il existe r / >  0 tel que la relation d(q~, if) = 

assure (10) pour tous k = 1 , . . . ,  n. []  

Donnons quelques consequences de ce lemme et de (7). Le thSorSme 2 donne 

imm6diatement 

q'H~OREME 7. Pour tout processus r~gulier faiblement mdlangeant (D, S, It) 
I'ensemble ~,\Jl, l(S, G) est un sous-ensemble F~ de ~],(D, S). 

Lorsque G est ab6lien, la proposition 6 donne ie 

SCOLIE. ~1\~(S, G) est une rdunion d~nombrable de sous-groupes E, de 

~o' (fl, S). 

Le probl~me essentiel est de produire des ~o dans ~/(S, G). Ces ~o ne peuvent 

~tre constantes puisque dans ce cas, le processus correspondant (D x (3,,, 

So,IX @ho),  s'il est toujours ergodique (remarque 1), n'est jamais faiblement 

m~langeant (sauf si a = 1~). Par ailleurs, on a encore un principe de tout ou 

rien: 

"I-HEOREME 8. Soit (It, S, IX) r~gulier [aiblement m~langeant, G ab(lien 
m~trisable compact et K sous-groupe compact connexe de @:I(D, G). Alors 
K tq d/t(S, G) est soit vide, soit rdsiduel de mesure de Haar (de K) ~gale fi 1. 

Compte-tenu du scolie, la d6monstration de ce th6orbme est essentiellement 

la m6me que cello du th6or~me 5. 

Envisageons sur l 'espace produit It~ = fl  s la mesure produit IX~ induite par IX 

et ( fL,  T, IX~) le shift sur IL(T(o~,,, o~, 0o2 . . . .  ) = (~ol, to, . . . .  )). On sait que ce 

shift est un processus ergodique et m~me fortement m~langeant. Soit p : [L---* It  

la premi&e projection (p(~oo, o01 . . . .  ) = r pour toute ,f dans ~J(D, G)  on 

notera )~ rapplication compos~e [op. et ,9(f) l 'ensemble des g de f(f l )  tels que 



318 P. L I A R D E T  Israel J. Math.  

pour tout ouvert U de G contenant g on ait p~(f--l(u)) > 0. Introduisons comme 

dans [14] le spectre d'une partie A de G comme 6tant l'ensemble Sp(A) des 

616ments a de U tels que le sous-groupe ferm6 par A • {a} soit distinct de 

GXUQ. 

"I-HEOREME 9. Pour toute f dans ~(11, G) les propositions suivantes sont 
~quivalentes : 

(i) ~d(fL x G, T/, I~= ~ h) est faiblement m~langeant. 
(ii) Sp(6~(f)) = 0 .  

DI~MONSTRATION. Soit a E U et So la transformation 

(to, g, z)  ~" (To, gf(to ), za ) 

d6finie sur I-L x G x Ua. La mesure A =/z= @ h (~) h=, of J ha est la mesure de 

Haar de Uo, est invariante par Sa. Nous allons montrer le r6sultat suivant" 

LEMME. Le processus ( IL•  G x Ua, Sa, A) est ergodique si et seulement si 
a ~ Sp(,~ ~)). 

En effet, soit w E A ( G x U a )  et F: IL -~H, ,  une solution mesurable de 

l'6quation 

(11) F(to) = 7r0r(to), a)F(Tto) tt=-p.p. 

L'ergodicit6 de /z| relativement ~ T montre que to ~, IIF(to)H~ est/x=-presque 

partout 6gale h une constante que nous pouvons supposer ~tre 6gale ~ 0 ou 1. 

Choisissons 1. L'esp6rance conditionneUe E(F lip, .. . .  pT "-1) converge p.| 

vers F quand n tend vers l'infini; en norme, elle converge vers 1. Par (11) cette 

esp6rance vaut 

r T"llP, . . . .  p oT"-l)(to) �9 

D'autre part, F o T" 6tant ind6pendant de p, . . . ,  p o T "-~ et /z |  invariante par T, 

o n  a 

E(F~  T" lip, .... P~ T"-~) = fa. F(to)lz| /~=-p.p. 

ce qui donne par passage ~ la limite en prenant les normes: 

I[f  F(to)/'~| I[,, = 1 /~**-P'P" 

I I e n  r6sulte, par eonvexit6, que F est constante F0 presque partout. Soit 
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g ~ 3t(f), on peut exhiber une suite (g,), dans G convergente vers g et telle que 

r a)Fo = Fo d'ot3 ~ la limite or(g, a)Fo = Fo. 
Supposons a ~Sp(3t(f)), alors r F0 pour tout u dans G x Ua et 

l'irr6ducibilit6 de r assure F0 = 0, contradiction. (fL x G x U~, Sa, A) est doric 

ergodique d'apr~s le th6or~me A. 

R6ciproquement, supposons (IL x G x Uo, Sa, A) ergodique, alors pour A- 

presque tout (to, g, z) et tout (,p, ~b) dans ~ ( G ) x  ~(Ua), 

~,N-I r = f~ lim I r ~(u)q,(v)h Qha(dudo). 
N : ~  1 ~ /  •  a 

La suite k ~, (g)~k (to), za k) est r6partie darts G x U, selon la mesure de Haar; il 

en est donc de m6me pour la suite 

k ~, (f(too)/(to,)... f(tok-i), ak), 

ceci pour Ix~-presque tout to = (too, to~ . . . .  ). II reste ~ montrer que l'on peut 

choisir un tel to avec f(~o,)E jr(f) pour tout i_->0. 

Par d6finition G\3t(f) est r6union d'ouverts V tels que Ix( f - ' (V))=0;  G 

poss6dant une base d6nombrable d'ouverts, rensemble A = f-'(G\~C(f)) est de 

mesure nulle, doric 

0 

et rexistence de ~o est-assur~e. 

Supposons (i), alors le processus $, est ergodique pour tout a dans U et (ii) 
r~sulte du lemme. 

Supposons (ii), $. est ergodique pour tout a dans U, de m~me pour Tf ; en 

particulier, par le th6or~me A, l'6quation F - - a F o  TI n'a pas de solution 

mesurable F :  IL  x G -* C autre que la solution nulle (presque partout) lorsque 
a ~ 1, doric T! est faiblement m~langeante. []  

RE~IARQUE 6. D'apr~s le lemme, on prenant a = 1~ on obtient 

Le processus (IL • G, T1, ix ~ h) est ergodique si et seulement si 3t (f) engendre un 
sous-groupe dense de G. 

REMARQUE 7. Soient u~,..., u, des 616ments de G tels que la famille 

{u~u~-~; 1 _-< i,i --< s} engendre un sous-groupe dense dans G, alors 

Sp({u~,..., u ,})=O.  En particulier, si G est ab61ien m6trisable compact et 

connexe, d'apr~s la remarque 1, rensemble ~les couples (u, v) darts G x G tels 

que Sp({u, v})= O est r6siduel de mesure de Haar 1. 



320 P. LIARDET Israel J. Math. 

Dans la suite M,(T, G)  d6signe l 'ensemble des ~o de ~d(fl, G)  telles que ~ est 

dans M(T, G). 

THI~ORi~ME 10. Supposons I.t non ddg~ndrde (c'est-~-dire, non concentr~e en 
un point) et G abdlien mdtrisable compact connexe. Alors dl,(T, G)  t3 q3o(1"1, G)  

( re sp. M , ( T, G)  N ~ ~( fl, G ) ) est rdsiduel dans ~,', ( re sp. clans ~ (  i1, G)  muni de la 
topologie de la convergence uni[orme ). 

Dt~MONSTRATION. Envisageons l'application j : q3'(fl, G ) ~  qd'(fL x I"L, G • G)  

d6finie par 

j e s t  continue et ron a: 

j (q0( to ,  to') = (q5 (to), r  

j(J)E.a,(T, G) r j(f)E T, G • G) 

puisque T! est faiblement m61angeante si et seulement si T~ x T1 (qui est 

isomorphe ~ (T  x T)m~) est ergodique. Le th6or~me 2 montre que M,(T, G)  tq ~do 

est intersection d6nombrable d'ouverts de ~ ;  il en est donc de m6me pour 

M,(T, G)  A ~ dans (r puisque la topologie envisag6e sur ~ est plus fine que 

celle induite par la topologie de (go ~ . Il reste ~ d6montrer la densit6. 

Par hypoth~se sur le support de/~, pour toute f dans ~o(fI, G),  il existe to~ et 

to2 distincts dans le support de /~ et qui soient points de continuit6 de f. 
Remarquons  maintenant que G est un groupe sol6noidal [11], c'est-h-dire qu'il 

existe un homomorphisme additif continue ~- :R--* G d'image dense. Pour tout 

caract~re non trivial lr de (3, w o ~" est non trivial et Ker(~  o ~-) est un sous-groupe 

discret de R, donc d6nombrable. Posons a,, = Ir(f(to~)-f(to2)) et 

A =  O 
~rEA(G) 

A est d6nombrable. Soit ~ > 0 ,  l 'ensemble [0,~/]\A contient au moins un 

616ment t et par d6finition .f(oJ 0 - [ (oJ~) -~ ' ( t )  est un g6n&ateur de G puisque 

d'images distinctes de 1 par tous les caract&es non triviaux de (3. Soit alors 

: l l---> [0, t] continue, telle que ~ ( ~ )  = 0, r = t. ~- o ~ est dam ~(f l ,  G) ,  par 

construction et la remarque 6 on a 

Sp(..r ( f  + ~" o (p)) C Sp(ff(aJ,),] '(to2) + ~'(t)}) = O. 

L'arbitraire sur T/ et la continuit6 de ~" assure alors la densit6 d e  .~, ~ (go' et de 

M, n ~ respectivement. [ ]  

Envisageons plus particuli~rement sur le tore R/Z l 'endomorphisme x ~ rx 
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modulo 1, r entier _-__ 2, que nous noterons r*. D6signons par m la mesure de 

Haar  sur le tore, on sait que (R/Z, r*, m) est un processus fortement  m61angeant. 

Trt~O~ME 11. Soit g,:R/Z---*R une fonction en escalier, alors les deux 
propositions: 

(i) .~(~0) contient au moins deux valeurs dont la diffdrence est irrationnelle, 
( (R/Z) ,  r ~ mod 1, m 2) est faiblement mdlangeant, (ii) le processus 2 . 

sont ~quivalentes. En outre Jlt(r*,R/Z)N~o(R/Z,R/Z) est r~siduel dans ~, 
comme dans ~ .  

D~MONS'raA~ON. Supposons ~0 en escalier, sans autre condition. Dans [20] 

W. Veech donne une d~monstration de son Lemme 2 qui s 'adapte bien ici pour 

montrer  que pour  tout )t nombre complexe et tout q entier, les seules 

applications mesurables F �9 R/Z---* U telles que 

(12) F = )re 2,,~. F o r* (m-p.p.) 

sont constantes (m-p.p.). En  fait, choisissons une telle solution et identifions R/Z 

[0, 1[. Notons ~'k = ~ + q~ or* + . . .  + ~ or *k-~ et H~ rensemble  des intervalles 

j~ = [•lr k, (~e + 1)/rE[ de [0, 1[ qui ne contiennent aucun point de discontinuit6s 

des fonctions q~, q~ o r * , . . . ,  ~ o r *k-l. Soit s le nombre de discontinuit6 de ~0, alors 

si Up = I ' I E ~ ( I ,  I IE, , I )  on a m(U~)>-_l-S2k~k/r  k. Choisissons p tel que 

re(Up) > 0 ,  alors pour  tout y dans U~ il existe un intervalle I de Hp, un ensemble 

infini A d'entiers k _-> p auxquels on peut associer un intervalle Jk de Hk tel que 

y EJk, r"l~EHk-, pour n = O , . . . , k - p  et r~-~J~ =L Notons que ~0k-p est 

constante sur Jk et posons Ak la valeur constante de h.e 2~,~r sur cet intervalle. 

En int6grant la relation F = ~te~"~*,-~For *~-~ sur J~, un simple changement de 

variable donne 

1 ~ 
, ,o,~f~, F ( ~ 1 7 6 1 7 6  F(oo)m(&o). 

Le th&)r~me de dltt&enciation de Lebesgue montre  que pour  presque tout y 

dans Up, le terme de gauche dans (13) converge vers F ( y )  (pour k ~ A) ;  ~ la 

limite, en notant  que I~tl = 1: 

I m ~  f ' F(oo)m(doo) [ = 1  

et par convexit(~, F est constante (m-pp) sur L La relation F = ; t e ~ .  F o r *p 

montre que F est 6gale presque partout  h une fonction en escalier; en 

particulier, on peut supposer F constante sur un intervalle [0, 1~rE[ et la relation 
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(12) montre que F est constante sur [0, 1/r k-'[. Finalement F est constante sur 

R/Z ainsi que )te"~"qL 

Supposons (i) alors )re 2,,~ ne peut 6tre constante quel que soit le choix de )t et 

q. Le th6or6me A et la caract6risation spectrale des processus faiblement 

m61angeants [10] assurent (ii). Supposons (ii) sans avoir (i), alors il existe q E Z*, 

a e t a  dans U tels que a = a e  2~'~* sauf 6ventuellement aux points de 

discontinuit6 de q~. Alors x ~ e 2~'~x est fonction propre de r*mo~,, de valeur 

propre a, ce qui contredit (ii). 

Pour terminer la d6monstration, compte-tenu du th6or6me 7, il suffit de 

remarquer que l 'ensemble des fonctions en escaliers soumises/i  la condition (i) 

et r6duites modulo 1 - -  est dense dans ~do(R/Z, R/Z). 

REMAROUE 8. Si # ( r  contient une valeur irrationnelle, la d6monstration 

pr6c6dente avec A = 1 montre que * r ,~o ,o l  est ergodique. 

REMARQUE 9. La condition "q~ en escalier" est susceptible d'6tre 61argie aux 

fonctions simples, sous r6serve que la fronti~re de l 'ensemble des points de 

discontinuit6 ne contienne pas 0 et satisfasse h la condition de W. Veech [20]. 

REMAROUE 10. Nous ne savons pas si d / ( r* ,R /Z) r l  ~ ( R / Z )  est r6siduel, 

faute de pouvoir produire suttisamment de fonctions ,t' continues telles que 

r ~* =odu,o, soit faiblement m61angeant. 

5. Irr6gularit~s de distribution 

Utilisons la notion de point g~ndrique; rappelons qu'un point ca de 1~ est dit 

(S, Ix)-g6n6rique si, pour toute [ dans ca(II), on a 

1 N-I 

(14) lim .--:~:| N .=0 ~ [(S'ca) = fn [(ca)ix(dca). 

Remarquons  que (14) s'6tend aux fonctions [ ix-Riemann int6grables c'est-h-dire 

aux fonctions Ix-continues born6es. Le th6or~me g6n6ralise des r6sultats classi- 

ques (voir par exemple [4, 16]). La d6monstration de la forme g6n6rale donn6e 

ici est esquiss6e dans [14], nous en donnons une d6monstration plus directe et 

ind6pendante. 

THI~OI~ME 12. Soient (l'l, S, IX) un processus rdgulier ergodique, Gun  groupe 
m~trisable compact. Pour route ~p ix-continue de 1-1 dans G, les propositions 

(i) (1-1 x G, S,, ix ~ h) est ergodique, 
(ii) pour tout ca de fl, (S, ix)-gdndrique, et tout g de G, le point (ca, g) est 

( S,, ix ~ h )-gdndrique, 
sont dquivalentes. 



Vol. 39, 1981 PROCESSUS CROISES 323 

DI~MONSTRATION. Soit v un point extr6mal de Zo, ensemble des points fixes 

du flot (So, M). Un tel point existe d'apr/~s la proposition 3 et le th6or~me de 

Krein-Mil 'man. On a vu dans la d6monstration du th6or~me 1 que (1~ x (3, So, v) 

est alors ergodique. Ainsi v-presque tout point (to, g) est (S,, v)-g6n6rique. 

Supposons (ii), puisque vl~ = ~, pour #-presque tout to, point (S, /.t )-g6n6rique, il 

existe g dans G tel que (to, g) soit (So, v)-g6n6rique. Ce point 6tant aussi 
(So, # ~) h )-g6n6rique, il en r6sulte v =/.t @ h, d'ofi (i) (th6or6me 1). Supposons 

(i) et soit to un point (S,#)-g6n6rique. Choisissons g clans G et v dans 

~(1) x G), valeur d'adh6rence, pour la topologie faible, de la suite des moyen- 

nes de Dirac N v, (I/N)E~2/, 8s~,~s) . 
Par d6finition, il existe une suite strictement croissante d'entiers, k ~ Nk. telle 

que pour toute jr de ca ( f / x  G), on ait 

(15) l i m ' l  N~  f (S~(to 'g))= Nk ,=,, ,• f(x)v(dx). 

Le choix de to assure vl~ = #. D'autre part (15) s'6tend aux fonctions jr 

v-continues born6es; en particulier, on peut remplacer dans (15) jr par jr o S,, ce 

qui donne 1'6galit6 

v(D = /o&(X)V (ax )  

et par suite ves t  point fixe de S,. D'apr6s le th6or/~me 1, v =/.t ~) h. Puisque 

est m6trisable compact, la suite N ~ (I/N)Y.~=~, &~,~g~ converge faiblement vers 

/~ @ h, c'est-~-dire (to, g) est (So,/z ~ h)-g6n6rique. []  

COROLLAIRE 1. Sous les hypotheses du thdor~me 12, pour tout to dans ~,  

(S, i.t )-g~n~riilue et route ~ de ~ ( S, G) A qs G), la suite n ~, ~o ( to ) . . . ~o ( S ~ 'to) 

est ~quiNpartie clans G. 

II faut en effet montrer que 

llNm ~ .  1 ~-I ~,  V[ ~ ~ (G) ,  ~=o [(~P(to)"" q~(T~-~to)) = [(g)h(dg),  

ce qui r6sulte imm6diatement de (ii), th6or~me 11. 

COROLLAIRE 2. Soit (fl, S,/.t) rdgulier ergodique et to un point (S,~)-  

gdn#rique. L 'ensemble des applications jr: ~ --~ R dans ca~ (FI) (resp. clans l' espace 

. ~ ( f L  Ix) des [onctions numdriques I~-Riemann int#grables sur f l  mum de la 

norme ~o~fa[~pldlz) relies que la suite n--~.jr(to)+...+jr(S"-~to) soit 

dquirepartie rood l, contient un sous-ensemble rdsiduel de ca~(f~) (resp. de 
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En effet, l'application e :..Y~,(fl, Iz)--* q3~,(f/, U) d6finie par e(f )  = e ~/ est con- 

tinue; d'apr~s le th6or~me 2 rensemble 

C = e - ' (g(S,  U) n ,d~,) 

est une intersection d6nombrable d'ouverts de ~)(f~, R). Pour conclure ii suitit 

de montrer que Ctq  qg~(fl) est partout dense dans ~ ( n ) .  I1 est clair que 

e(qg~(~)) est un sous-groupe U-compatible de ~d~(l), U). Soit f dans q~(fl) ,  la 

d6monstration de la proposition 1 montre en particulier que pour tout a > 0, il 

existe 7) r6el tel que Inl<a et eq+n)~(S,U). Ainsi f + n E C  d'oh le 

corollaire. 

Une suite to = (to.).__-,, h valeurs dans ~ est dite i~-compl~tement r~partie si to 

est (T, ~)-g6n6rique pour le shift T sur fl| Le th6or~me 12 (corollaire 1) et la 

remarque 6 donnent le 

THEOREME 13. Soit n ~, to. une suite ~-compldtement r~partie dans Fl, alors 

pour toute f :I~---, G ~-continue telle que ,9([) engendre un sous-groupe dense 

darts G, la suite 

n 

est h-r~partie dans G. 

En particulier, pour toute suite n ~ u. /l valeurs dans [0, 1] et compl~tement 

6quir6partie mod 1 (i.e. pour la mesure de Lebesgue), on a" 

La suite n , ,  f (u , )  + . . .  + f (u .  ) est #quir~partie modulo 1 

pour touter : [0, 1] ~ R, continue non constante rationnelle. 

Supposons en outre u. ~ 0 pour tout n, alors" 

1 + 1 est #quiripartie modulo 1. Pour tout a > O, la suite n ~ u"~ + "'" u ~ 

~ 1  est dquir~partie La suite n ~, Log u-~ modulo 1. 

Nous terminons en montrant comment le th6or~me 12 permet de g6n6raliser 

un r6sultat de Van der Corput [6] sur le tore: 

PROPOSITION 7. Soit G u n  groupe mdtrisable monoth~tique compact, n ~, u, 

une suite it valeurs darts G telle que la suite n ~, u~Ju.+l soit convergente de limite 

a. Supposons a g~ndrateur de (3, alors la suite n ~ u. est dquir~partie dans G. 

D~MONSa-RATION. Soit (T, fL,/z~) un shift tel que p, soit continue (/~({w}) = 0 
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pour tout to dans fl). Soit x un point (T,/z~)-g6n6rique et f :  fl---> G rapplication 
d6finie par 

J u :  lu,+] si ~o=T'x,  
f(to) [ 

a sinon. 

Par construction, f est continue en tout point de to n'appartenant pas ~ l'orbite 
de x,f  est donc ~-continue. La suite n ~, Uo~U. est donc h-r6partie dans G 
d'apr~s le th6or~me 12, l'6quir6partition de n ~ u, en r6sulte. []  
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